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Zur Theorie der NMR-Spektren von symmetrischen Spinsystemen mit I=3
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On the Theory of NMR-Spectra of Symmetrical Spin Systems with 1=}

In this paper a group theoretical method for the determination of the optimal factorization of the

Hamiltonian matrix is presented.

A. Allgemeine Theorie

1. Problemstellung

Gegeben sei ein Spinsystem aus NV Kernen mit je-
weiligem Spin 3. Ferner sei H der dem System zu-

geordnete Hamilton-Operator mit

x
7‘{:— \(l)j13j+

/

SSIhl) %
i=1 i<k
und Gy die Symmetriegruppe von H sowie Iy die
zu Gy isomorphe Gruppe von Kern-Permutationen
Pr, die H invariant lassen. Der Definitionsbereich
Dy des Operators H ist ein 2¥-dimensionaler Vektor-
raum V iber dem Ko6rper der komplexen Zahlen,
der durch 2V Basisvektoren der Form s;s,...sy
(s;=a oder f) aufgespannt wird. Auf diese Pro-
duktbasis {®;} bezogen, wird der Operator H durch
eine hermitesche Matrix dargestellt, die i. allg. nicht
optimal faktorisiert ist. Da aber sowohl H als auch
I, mit jedem Element R € Gy vertauschbar ist? und
aullerdem H mit /, kommutiert, gibt es ein gemein-
sames System von Eigenfunktionen {y;} von H und
I,, das sich nach den IR’s (irreduziblen Darstellun-
gen) der Symmetriegruppe Gy transformiert. Jedes
7i 1Bt sich somit durch einen Eigenwert m; von I,
und eine IR I'; von Gy charakterisieren, kurz
durch das Paar (m;, I;). Da alle Matrixelemente
(z; H 7) =0 sind, wenn (m;, I'}) = (m;, I';) ist,
weist die Matrixdarstellung von H bez. der Basis
{7} die optimale Zerlegung in Submatrizen auf.
Bislang erfolgte letztere durch Bestimmung der sym-
metrieadaptierten Basis {y;} mit Hilfe der Projek-
tionsoperatorenmethode aus der obigen Produktbasis
{®,;} 3. Wie im folgenden gezeigt wird, benStigt man
die Basis {y;} aber gar nicht, sondern kann die ge-
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wiinschte Information direkt aus der Produktbasis

{D;} erhalten.

2. Konstruktion der Darstellungen I'*)

Ordnet man die Produktbasis {®;} in der Weise,
dal} in jeder Zeile des nachstehenden Schemas

aa...pfBy ey eee ...

jeweils nur Basisfunktionen mit gleichem m,
—N/2 <m < N/2, d. h. mit gleich vielen a’s und
f’s stehen, so enthilt die k-te Zeile des insgesamt
aus N+1 Zeilen bestehenden Schemas () Basis-
funktionen @;*) zum Eigenwert m® = N/2 — k von
I,, wenn die Numerierung der Zeilen durch k=0,
..., N erfolgt, wobei k die Anzahl der in @;%) vor-

N
kommenden f’s ist. Die Summe > () =2¥ liefert
k=0

in der Tat die Gesamtanzahl der Basisfunktionen @;.

Das Entscheidende ist nun, daf} bereits die Basis-
funktionen der k-ten Zeile einen ( })-dimensionalen
Darstellungsraum V'®) einer i. allg. reduziblen Dar-
stellung von Gy liefern, denn ist R € Gy eine belie-
bige Symmetrieoperation und Pp die zugehorige
Permutation der Kerne, so ist P @, fiir jedes
T I ¥) wieder eine Basisfunktion der k-ten
Zeile, wenn @, e V® ist. Die Permutation Py ver-
tauscht namlich nur die Plitze der a und f, andert
aber nicht deren Zahl. Ferner iiberzeugt man sich
leicht, dal die Homomorphiebedingung

Pp Pp =Prp

tatsachlich erfiillt ist. Somit induziert die Basis
{®,®} eine Matrixdarstellung I'*) der Permuta-
tionsgruppe Ily. Diese Darstellung I'®) ist aber
gleichzeitig eine Darstellung von Gy, da Gy zu Iy
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isomorph ist. Offensichtlich wird die optimale Fak-
torisierung erreicht, wenn es gelingt, die i. allg. re-
duzible Darstellung I'") von Gj; auszureduzieren, da
dann nimlich jeder Vektorunterraum V'*) von V'
als direkte orthogonale Summe von Vektorrdumen
V,® dargestellt ist, die ihrerseits eindeutig durch
ein Paar (m®, I'/®) charakterisiert sind.

3. Bestimmung der IR’s in ")

Die Ausreduktion verlangt die Bestimmung der
Charaktere ¥® (R) von Py € Il in der Darstellung
I'™ . Dazu wird die Permutation Pj in element-
fremde Zyklen zerlegt mit der Zyklenlinge

Ai=pg, Ao=lo—fyseees Ar=plr—py_1,

d. h., Py, besitzt eine Zyklenstruktur der Gestalt

Preely o on 8 (8500 v o ady)n vy e wailip )y

wobei die s; € {1,2,..., N} sind und paarweise ver-
schieden sind. In der Matrixdarstellung I'® (R) von
Py liefern nur die von Null verschiedenen Diagonal-
elemente einen Beitrag zu 7y (R), und zwar jeweils
den Betrag 1, da die Matrixelemente von I'® (R)
nach Konstruktion nur Null oder Eins sein konnen.
Anders ausgedriickt, nur Basisfunktionen, die von
Pj invariant gelassen werden, fiir die also gilt

Pr®d,®_ "

liefern einen Beitrag zu 7 (R) von jeweils 1. So-
mit ergibt sich der Charakter ¥ (R) als die An-
zahl der Basisfunktionen @,), die von Py invariant
gelassen werden. Damit eine Basisfunktion invamiant
bleibt, mul} sie eine entsprechende Zyklenstruktur
wie Py besitzen, d. h. von der Gestalt

D,®) = (5;55...5,).. Al seey )

mit s;=a oder f sein, wobei aber zusitzlich jeder
einzelne Zyklus nur a’s oder f’s enthalten darf. Nun
ist aber @, schon vollig durch seine [-Zyklen-
struktur bestimmt, d. h., es gibt eine umkehrbar ein-
deutige Zuordnung dergestalt, daf}

DB s (B...0)...(B...0)

J-Faktoren J.,—Fa—kzg;n
mit & =0 oder 1 und

e hi o ted =k

ist, da k die Anzahl der in @, vorkommenden /’s
ist. Somit ergibt sich die Anzahl der invariant blei-
benden @,%) als die Zahl der moglichen Zerlegungen

von k in der Form
gyt &=k (1)

mit ;=0 oder 1.

Satz 1: Die Zahl der méglichen Zerlegungen von k
gemiB (1) und damit der Charakter y®) (R) ist
gleich dem Koeffizienten von 2% in dem Polynom

N
Py(x;R) = 2 7™ (R) 2*
E=0

= (1+ah) (1+a%) ...(1+2*)
mit .i;-i:]V-

Beweis: Der Koeffizient von 2" ist gerade gleich
der Anzahl der Moéglichkeiten, mit der k durch Ad-
dition aus den Exponenten der x gebildet werden
kann, wenn das Produkt ausmultipliziert wird.

4. Berechnung der Charaktere in I'*)

Die in der NMR-Spektroskopie vorkommenden
Symmetriegruppen Gy sind endliche Untergruppen
der Punktgruppen, solange man nur starre Kern-
konfigurationen berticksichtigt. Somit kommen als
Symmetrieoperationen nur Spiegelungen ¢ und Dre-
hungen C, und daraus zusammengesetzte Operatio-
nen (Inversion i, Drehspiegelung S,) in Frage, wo-
bei n in praxi auf Werte < 6 beschrinkt ist. Die
entsprechenden Permutationen Pp zeichnen sich
durch einfache Zyklenstrukturen aus. Ist namlich
R"=FE mit R € Gy, so ist Py das Produkt aus Einer-
zyklen und Zyklen der Linge < n, wobei die An-
zahl der Einerzyklen gleich der Anzahl der Kerne
ist, die bei R fix bleiben. Bis auf wenige Ausnahmen
ist Py sogar nur das Produkt aus Einerzyklen und
Zyklen der Lange n. Fir diesen dominierenden Fall
sei der Charakter ) (R) explizit angegeben.

Es sei R"=E. Ferner sei p die Anzahl der Einer-
zyklen, ¢ die der Zyklen der Léange n>>1. dann ist

N
Py(z: R) = 3 70 (R) 2*
k=0
=(1+2")?7(1+2)?; ng+p=N. (2)

Satz 2: Es gilt
[k/n]
Z{A) (R) = }_0(/']:) (L'Apn/l) *' (3)

u=

* [y] bedeutet die griBte ganze Zahl < y.
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Beweis :

q<
(1+2M9= 2 (}) z*#,
u=0

P
1+2)P=2 () 2.
»=0

Daraus folgt

2 2
(1+2)9 (L+2)P= 3 5 (D) am.
Ordnen nach Potenzen z¥ mit k=nu+» und
[(k—p)/n] < 1< [k/n] wegen 0 < v < p ergibt
) [k/n] [k/n]
Z(L) (R) . z Z (Z) (k—pn/t) = Z (3) (k—pmz)~
u=[(k-p)/n] u=0
Es ist erlaubt, die Summation bei u =0 zu begin-
nen, da (3%, ) =0 ist fir 0 < u <[(k—p)/n],
wenn [ (k—p)/n] >0 ist.

Bemerkung: Die Formel (2) bleibt auch fiir p=0
oder ¢=0 richtig, wenn man beriicksichtigt, daf}
(O\ _ {1 fir j=0

]} 0 sonst ’

Im allgemeinen, d. h., wenn N nicht allzu grof} ist,
ist es gunstiger, durch Ausrechnen des Polynoms
Py(z; R) den Charakter y*) (R) direkt aus dessen
Koeffizienten zu entnehmen, als dafiir die Formel (3)
zu benutzen.

Da alle Permutationen mit der gleichen Zyklen-
struktur eine Klasse konjugierte Elemente bilden
(siehe Lit. %), ist der Charakter y® fiir diese der-
selbe. Die Bestimmung der in I'*) vorkommenden

IR’s 1aBt sich jezt leicht mit Hilfe der Formel

> 9c, 2™ (Cy) 2 T(C;)  (4)

k) — __ —
ord Gy ¢,

a;

vornehmen, wobei a angibt, wie oft die IR I; in
der Darstellung I'®) vorkommt. Dabei ist ord Gy

(i) R=E: p=6, ¢=0, n=1, P4(z;E) =
(i) R=C3: p=0, ¢=
(lll) R=Cz’: p=2’ q=z, _39

Damit lassen sich die Charaktere y*)(R) aus den
Koeffizienten sofort ablesen und unter Beriicksichti-
gung von m® =N/2 —k, d. h. m® =3 —F, lassen
sich die Paare (m™®, I'®) mit Hilfe von (4) direkt

* Beziiglich der Bezeichnung vgl. man 8.
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die Gruppenordnung, g¢; die Anzahl der Permuta-
tionen Py in der Klasse C;, 3*)(C;) der Charakter
von Py mit R€ C; und 4% (C;) der Charakter von
C; in der IR I';, wie man ihn aus den Charakteren-
tafeln der Punktgruppen entnimmt.

B. Anwendungen

1. Spinsysteme mit symmetrisch aquivalenten Kernen

Die effektive Ausreduktion von I'® fiir ein Spin-
system AA’...BB'... kann nach zwei Methoden vor-
genommen werden, wie in 5 ausgefiihrt. Die erste
benutzt das Spinsystem als Ganzes, bei der zweiten
zerlegt man das System in die Anteile AA’...,
BB'..., ..., reduziert diese einzeln aus und erhilt
mit Hilfe der direkten Produkte die IR’s. In der
X-Approximation erhélt man nur mit der zweiten
Methode die maximale Faktorisierung der Sikular-
determinante.

Nach der ersten Methode sei als Beispiel ein Spin-
system vom Typ [AB]; (Dj3) * behandelt, wie es
etwa im sym-Trifluorbenzol vorlage, wenn dort die
chemischen Verschiebungen und die Kopplungskon-
stanten von vergleichbarer GroBenordnung wéren.

Die Gruppe Dj hat drei Klassen konjugierter Ele-
mente {E}, {2C;}, {3C,'}, wie man aus der Cha-

rakterentafel

D, E 36y 3Cy
A, 1 1 1
A, 1 1 —1
E 2 = 0

entnimmt. Es geniigt somit, drei Polynome Pg(z; R)
zu berechnen mit R = E, C; oder C,’ als jeweils einen
Reprisentanten einer der Klassen. Aus (2) ergibt

sichmit N=6

1+2)6=14+6x+15224+202%+152*+ 6 2° + 25;

0
2, n=3, Pg(z;C3)=(1+7%)2=1+22%+25;
2

n—=
Pe(z;C) = (1 +2)2(1+2)2=1+4+22+322+4 23+ 324+ 225 +45,

berechnen. Ferner geniigt es, sich auf nicht negativen
Totalspin my, d. h. auf k=0, 1, 2, 3 zu beschrén-
ken, da mt und — mq dieselben Darstellungen lie-
fern.
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Zusammengefafit erhélt man Tabelle 1.

Tab. 1. Anzahl und Typ der in einem [AB];(Ds)-System vor-
kommenden IR’s.

mr/'; A, A, E
3 1
2 1 1 2
1 4 1 5
0 6 2 6
—1 4 1 5
-2 1 1 2
—=3 1

2. Die X-Approximation

Ist fiir ein symmetrisches Spinsystem
AA’...BB...XX...

die X-Approximation zuldssig, so tritt eine zusitz-
liche Faktorisierung der Sikulardeterminante ein.
Der Hamilton-Operator H kommutiert nimlich nicht
nur mit der z-Komponente des Gesamtspindreh-
impulses, sondern auch mit den Teilkomponenten
L(AA'...BB..) =1s,+ Iny+...+Ig, +Ig,+. ..
L (XX o) =Ixg 3 Iwgens »

wie in 7 bewiesen. Da aber sowohl H, I, I,(AA’...)
wie I,(XX'...) mit jedem Element R €Gj ver-
tauschbar ist, gibt es ein gemeinsames System von
Eigenfunktionen {;}, das sich nach den IR’s der
Symmetriegruppe Gy transformiert. Jedes y; ldft
sich somit durch eine IR I'; und Eigenwerte m;,

und
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An dem Spinsystem [AX]; (D3) 9 (Bsp. sym-
CgHsF;) sei die optimale Faktorisierung der Hamil-
ton-Matrix demonstriert. Man betrachtet das A- bzw.
X-System fiir sich und reduziert das so erhaltene
[A;] (Dy)- bzw. [X]; (Dg)-System nach dem unter
Abschn. B 1 beschriebenen Verfahren aus. Das Er-
gebnis, dargestellt in Tab. 2, ist fiir das A- bzw. X-
System dasselbe, wenn man fiir m einmal m(AA’...)
das andere Mal m (XX'...) einsetzt. Nach der in ®
beschriebenen Methode erhélt man das in Tab. 3 an-
gegebene Resultat, wenn man berticksichtigt, dal} fiir
die Gruppe D3 E < E reduzibel ist und die Aus-
reduktion liefert

ExE=A,+A,+E.

Fir negatives my sind Anzahl und Typ der vor-
kommenden IR’s dieselben wie fiir die entsprechen-
den positiven m-Werte. Wie man durch Vergleich
der Tab. 1 und 3 direkt ersieht, stimmt die Anzahl
der zu ein und demselben my gehorenden IR’s Ay,
A, bzw. E in beiden Féllen iiberein, die X-Approxi-
mation liefert aber in der Tat eine weitere Faktori-
sierung der durch gleiches mt und gleiches I'; cha-
rakterisierten Submatrix eines AA’...BB'...-Sy-
stems, wie es die Theorie verlangt.

Tab. 2. Anzahl und Typ der in einem [A]; bzw. [X];-System
vorkommenden IR’s.

m;(AA’...), mp(XX'...) der jeweiligen z-Kompo- s - As B
nente der Spindrehimpulse charakterisieren, wobei 3/ 1
fiir die z-Komponente m; des Totalspindrehimpulses 1;0 1 1
; - 1 1
gilt , , _2; 1
m;=m;(AA"...) + mp(XX"...).
i i , Tab. 3. Anzahl und Typ der
mr  m(AA’.) m(XX'...) F'AA L )xT'(XX..) A A, E in einem [AX];(D,)-System
vorkommenden IR’s mit
3 32 32 A, x A 1 mt = 0.
9 3/2 /2 A, x(A;+E) 1 1
1/2 3/ (A;+E)x A 1 1
3/2 —1/2 A, x(A;+E) 1 1
1 /s 1/2 (A;+E)x(A,+E) 2 1 3
— /s 3 (A;+E)x A, 1 1
3/s —3/2 Ay x A, 1
. /e —1/; (A,+E)x(A,+E) 2 i 3
—1/ 1/ (A;+E)x(A,+E) 2 1 3
—3s 3s A XA, 1
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